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Introduction 


Soit k un corps commutatif. Un ensemble algébrique affine est une partie 
de k” définie à l’aide d'équations polynomiales. Ce cours introduit et étudie 
ces ensembles d’un point de vue algébrique, proposant ainsi une introduction 
à la géométrie algébrique. 


Soient k un corps commutatif, k” l’espace affine de dimension n, X — (X1,..,X») et 


k[X] = k[X1,..., X,] l’espace vectoriel des polynômes à n indéterminées X1,...,X, et à 
coefficients dans k. 


1 Ensembles algébriques 


Définition 1 Si S est une partie de k[X], l’ensemble algébrique affine V (S) de 
K" défini par S est V(S) = {xek"/VfES f(x)=0}. Si f1,.…., fm désignent m 
polynômes de k[XT, on note V (f1,.…., fn) = V ({f1,.…, fm}). L'ensemble des zéros V (f) 
d’un seul polynôme est appelé hypersurface algébrique de k". 


S'il n’y à pas d’ambiguïté, on dira simplement ensemble algébrique” au lieu de ensemble 
algébrique affine”. Si S$ C &[X] et si Z désigne l’idéal engendré par $, alors V (S) = V (7). 
Ainsi tout ensemble algébrique W est défini par un idéal 7 de k[X] et s'écrit W = V (1). 


Définition 2 Soit W un ensemble algébrique. On appelle idéal de définition de W tout 
idéal T de k[XT tel que W = V (1). 


Si I'et J sont des idéaux de k[X], on rappelle que l’ensemble 


IJ = (Euirner ne Ja REN) 


k 


est l’idéal engendré par les produits ij quand à et j décrivent respectivement J et J, et 
que IJCINJT. 
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Théorème 1 On a 

VA = RTE V (DEV EX E=N. 

DICJ=V(I)E VU): 

3) L’intersection d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique. Si {l;},e1 est une 
famille quelconque d'idéaux, 


Qru=v(l u) (54). 


kEA kEA kEA 
4) La réunion finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique. Si I et J désignent 
deux idéaux de k[X], alors V (TD) UV (TJ) =V(INJ) = V (IT). 
5) {(a1,.…, an)} = V (Xi — a1,.…., Xn — @n), de sorte que tout ensemble fini de k" est un 
ensemble algébrique. 


Preuve : Seules les affirmations 3) et 4) ne sont pas triviales. 

On a V (U n) Si e ) puisque ÿ_/4 est l’idéal engendré par ([J14. De plus x 
k k k k 

annule tout polynôme de 1, pour n’importe quel indice k, si et seulement si x annule tout 

polynôme de la réunion des 1x, d’où 3). L’implication 


IJCINJCI=V(I>V(INJ>V(I 


prouve les inclusions V (1}UV (J) CV (NJ)CV(IJ). 
Réciproquement, si &æ € V (I) U V(J), il existe f € T'et g € J tels que f(x) Æ 0 et 
g (x) Æ 0. Cela entraîne (fg) (x) £ 0 donc x & V (1J), et achève la peuve de 4). 


2 Théorème de la base d’Hilbert 


Théorème 2 Théorème de la base d’Hilbert 


Tout idéal de k[X] est engendré par un nombre fini de polynômes. 


Ce Théorème montre que tout ensemble algébrique W est défini par un ensemble fini de 
polynômes f1,.…., fm et s’écrit comme l'intersection d’un nombre fini d’hypersurfaces : 


W=V(f)Nn NV (fm). 


Dans le Théorème suivant, l’équivalence entre ïi) et üïi) est vraie dans n’importe quel 
ensemble ordonné. 


Théorème 3 //9], chap.I} Soit A un anneau. Il y a équivalence entre : 

i) Tout idéal de À est de type fini ( i.e. engendré par un nombre fini d'éléments), 
ü) Toute famille non vide d’idéaux de À possède un élément maximal, 

ii) Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire. 


Définition 3 Un anneau À est noethérien si l’une des propriétés du Théorème 3 est 
satisfaite. 


Comme tout corps est un anneau noethérien, le Théorème de la base d’Hilbert proviendra 
du Théorème suivant. Si f (X) = an X" +... + a1X + ao désigne un polynôme à une seule 
variable et tel que an Æ 0, rappelons que a, est appelé ” coefficient dominant” de f et 
que le monôme a, X” est appelé ’terme dominant” de f. Par définition, le coefficient 
dominant du polynôme nul est (0. 


Théorème 4 Si À est un anneau noethérien, alors A[X1,...,X,] est aussi un anneau 
nocthérien. 


Preuve : Il suffit de montrer l’implication 
A noethérien = A[X] noethérien 


pour obtenir le résultat par récurrence sur n. Soit 7 un idéal de A[X]. L'ensemble J des 
coefficients dominants des polynômes de 7 forme est un idéal de À, de sorte qu’il existe m 
polynômes f1,.…., fm € Î dont les coefficients dominants engendrent J. 


Soit N — sup (deg f;). Pour tout s < N, appelons J, l’ensemble des coefficients dominants 
des polynômes de 7 de degré < s. J, est un idéal de 4, et il existera un ensemble fini 
{fs} de polynômes de degré < s dont les coefficients dominants engendrent J.. 

Soit L' l'idéal engendré par les f, et les f,,;. Montrons que JZ = I’. Si I’ @ I, notons g un 
polynôme de 7\/’ de degré minimal. De deux choses l’une : 

x Si deg g > N, il existe des polynômes q; € A[X] tels que g et 5 q;f; aient le même 
terme dominant. En effet, si l’on note g(X) = an X° +... + ao et si (b1,.., bn) désigne un 
système générateur de 1 tel que f; (X) = b; Xi +... + bo, il existe des constantes g; € À 
telles que an = ÿ-œb;. Avec ces notations, les polynômes g(X) et S'gX" "if; ont le 
même terme dominant, et l’on pose q (X) = GX". Notons que ce raisonnement est 
possible parce que l'hypothèse deg g = n > N entraîne n — n; > 0 pour tout i. 


Finalement deg (g — Sqf;) < deg g, et le choix de g entraîne g—Sq;f; € l', donc g € l', 
ce qui est absurde. 


x Si deg g = s < N, on procède de la même façon en trouvant des polynômes gq; tels 
que get > q;fs,; aient même terme dominant. D'où encore deg (g — D gjfs;) < deg g = 
g—Yqfiel = gel, absurde. 


3 Idéal associé 


Définition 4 Soit T1 un idéal d’un anneau À. Le radical de I est l'idéal 


VT:={re A/meN* z'el}. 


On a toujours ? € VI. 
Définition 5 Un idéal I est dit radical si VI = I. 
Théorème 5 Soit W une partie de k". L'ensemble 
I(W) := {f € k[X] /Vz € W f(x) =0} 


des polynômes qui s’annulent sur W est un idéal radical. 


Preuve : 1 (W) est un idéal. Pour tout x € W, l'égalité f” (x) = 0 entraîne f (x) = 0, 


donc /1(W)=1(W).m 


Définition 6 Z(W) est l’idéal associé à la partie W, ou encore l’idéal de définition 
de W siW est un ensemble algébrique. On le note aussi Iw. 


Théorème 6 On a 

1) T(0) = k[XT] et I (k”) = (0) si k est un corps infini, 

DIX EVSIAK)S TT): 

Ia) = (Mr aa =) où a = (or, 2,6); 

4) N I(W) =T ( U w.) pour tout famille {W:;},-, de parties de k”, 
iEA iEA 


5) Pour tout idéal J de k[X] et pout toute partie W de k”, on a 


(a) 1(V(J))35J, 

(b) VU(W2W, 

(ec) VA) = VU), 
(d) 1(VA(W))=1(W). 


Preuve : 1) (0) = k[XT] est évident. Montrons, par récurrence sur n, que Z (k") = (0) 
dès que k est un corps infini. C’est vrai pour n = 1 puisque tout polynôme de degré n à 
coefficients dans un anneau intègre admet au plus n racines. Au rang n, supposons que 
fEk[X1,.., Xn] s’annule en tout x = (x1,...,%n) € k”, et écrivons 


Î EXT: x) = Qq (X1, LEA) x? +... + ao (X1, 55 Xn-1) : 
Pour (21,..…,%n_1) € k"-! fixé, le polynôme en X, 
Pia al ae en) x +... + a (T1, .…., Tn—1) 


est nul puisque s’annule sur une infinité de valeurs de l’indéterminée X,. Par conséquent 
di (T1, Tn_1) = 0 pour tout i. Il suffit de faire varier (z1,..,%n_1) dans &°-1 pour 
constater que le polynôme a; (X1,..., Xh_1) s’annule en tout point de k*-!. L'hypothèse 
récurrente entraîne a; = 0 pour tout à, soit f — 0, et la récurrence aboutit. 


2) est trivial. 


3) Posons 1 = (X3 — a1,.…., Xn — an). Il suffit de prouver que f (a) = 0 entraîne f € 1, la 
réciproque étant triviale. Si f (a) = 0, par division euclidienne dans 4 [X2,.…, X,] [X1|, 


FOX) = (Xi — a1) Qù (X1, .…., Xn) + Ra (X2, .…, Xn) 
En recommençant avec R1, et ainsi de suite : 
f (X) = (X1 ee a) Qi (X1, sy Xe) + (X2 — a2) Q2 (X2, 40) MT a (Xn = An) On +Tn 


AVEC Qn:Tn € k. L'hypothèse f (a) = 0 entraîne alors r, = 0, i.e. f € I. 
4) est trivial. 
5) (a) et (b) sont triviaux. (b) entraîne V (1(V (J))) > V (J) et (a) permet d’écrire 


IV(J) >J=V((V(D)cV() 
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d’où (c). De la même façon, (a) entraîne T1 (V (1(W))) 3 I(W), et (b) donne 
V(I(W))>2W=I(V(I(W)) CI(W) 
et (d) est démontré. = 


Corollaire 1 On a W = V(I(W)) pour tout ensemble algébrique W, et J = T(V(J)) 
pour tout idéal J associé à une partie de k”. En particulier, si Vi et V2 sont des ensembles 
algébriques, 

GU=RelI(M)=1(V). 


Preuve : Le Corollaire provient des propriétés 5) (c) et 5) (d) du Théorème 6. = 


Corollaire 2 L'idéal Iy associé à un ensemble algébrique W est le plus grand idéal J tel 
que W = V(J). 


Preuve : Le Corollaire 1 montre que W = V (1), et le Théorème 6 entraîne 
W=V(J)=1(W)=1(V(J) > Ju 


Corollaire 3 L'application W + I(W) de l’ensembles À des sous-ensembles algébriques 
de k” vers l’ensemble TA des idéaux associés à des ensembles algébriques est une bijection 
décroissante d’inverse J = V (J). 


Preuve : W + I(W)et J + V(J) sont bien définies, décroissantes, et sont inverses 
l’une de l’autre d’après le Corollaire 1. m 


Corollaire 4 Si W C k", alors V(I(W)) est le plus petit ensemble algébrique con- 
tenant W. 


Preuve : V (1(W)) contient W d’après le Théorème. Si V (1) est un ensemble algébrique 
contenant W, alors Z (W) > I(V (1)), donc V(I(W))CV((V()) =V().s 


Corollaire 5 Si k est un corps infini et si W est un ensemble algébrique, 
Iw = (0) = W = kK7. 


Preuve : 1y — (0) entraîne V (1(W)) = V (0) = k”. Réciproquement, 1 (k?) — (0) 
d’après le 1) du Théorème 6. # 


Théorème 7 Si I est un idéal de k[X], alors VT est un idéal radical et V (1) = V (V1). 
SiW = V(I), alors VTC I(W). 


Preuve : On a VVI = VT puisque 


fEVVTS&meN PeN (f"fels&imeN f'elsefe VI. 


L’inclusion Z € VI implique V (1) > V (VI À Réciproquement, si f (x) = 0 pour tout 
f ET, alors g(x) — 0 dès qu’il existe un entier naturel n tel que g” € I. Cela prouve bien 


l'inclusion V (1) € V (VI). Enfin, si W = V (I), alors W =V (V1) et le Corollaire 2 
donne VT C I(W).u 


Remarques : 1) On montre directement l'inclusion VI € I(V(I)) dans la preuve du 
Théorème 12. 

2) L'inclusion VT € I (V (T)) est en fait une égalité dès que k est un corps algébrique- 
ment clos. (Théorème 12). 


4 Théorème des zéros d’Hilbert 


4.1 Quelques résultats d’algèbre 


Un A-module M est de type fini s’il est engendré par un nombre fini d'éléments 


U,..., Um Le: 
mm 
M — DOTE cal ; 
i=1 
Une 4-algèbre B est de type fini si elle est engendrée, en tant que A-algèbre, par un 
nombre fini d'éléments v1,.…., Um, 1.e. 


B = ” CE EL 1 UT / Qi im € A} . 


Soit À un sous-anneau de B. Si v1,.., un désignent des éléments de B, notons À [u1, …, un] 
le plus petit anneau contenant À et v1,..,wn. On dit que B est un anneau de type fini 
sur À si B est le plus petit anneau contenant À et un nombre fini d'éléments v1,.…, Um, 
autrement dit si B = Afw,.….,un]. Comme 


A [u, _— = Di sou ai € A} s 


on constate que B est un anneau de type fini sur À si et seulement si c’est une 4-algèbre de 
type fini. Notons que B peut être considéré indifféremment comme AÀ-module ou comme 
A-algèbre, mais que B peut être une A-algèbre de type fini sans être pour autant un 
A-module de type fini. 


Voici un exemple d’algèbre de type fini : si k est un corps, si k[X] = k[X1,..., X,] est 
l'algèbre des polynômes à n indéterminées et à coefficients dans k et si { désigne un idéal 
de k[X], alors l'algèbre A = k[X] /I est une k-algèbre de type fini. En effet, tout élément 
de À s'écrit | | 
P = ÿ ne. A où i..in € k 
Vise..stn 
et À est engendrée par X1,..., X, en tant que k-algèbre. Notons que À = k[X] /I n’est pas 


en général un k-module de type fini. Si n = 1, tout s’arrange puisque 1 = (f) où f € k[X], 
et par division euclidienne tout P € k[X] s'écrit P = fQ + R avec deg R < degf. Si 


deg f—1 | ; deg f—1 . À 
R(X) = ÿ a;X", cela permet d'écrire P — ÿ° a;X .et montre que À est un k- 
i=0 i=0 
: : ; ; D 2 des f—1 
espace vectoriel de dimension finie deg f et de base | 1, X,X ,..,X | 
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Théorème 8 //5] chap. IV $1 ou [9] chap IT $2.1} Soient B un anneau, À un sous- 
anneau de B, et x un élément de B. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) Il existe ao, .…., 4an-1 € À tels que x" + an1271 +... + ax + ao = 0 (autrement dit x 
est racine d’un polynôme unitaire à coefficients dans A), 

2) L'anneau A{x] est un A-module de type fini, 

3) Il existe un sous-anneau A’ de B contenant À et x, et qui est un A-module de type fini. 


Définition 7 On dit que l’élément x est entier sur A s'il vérifie l’une des conditions 
du Théorème précédent. Si tout élément de B est entier sur À, on dit que B est une 
extension intégrale de À. 


Théorème 9 //5] chap. IV $1, [6] ou [9] chap I $2.1} L'ensemble des éléments de B 
entiers sur À forme un sous-anneau de B contenant À. 


Dans la preuve du Théorème des zéros d’Hilbert, nous aurons besoin du Théorème suivant 
du à Zariski : 


Théorème 10 Soient k un corps et L une k-algèbre de type fini. Si L est un corps, alors 
L est une extension de degré fini de k. 


Preuve : Posons L = k[v1,.….,v,] et raisonnons par récurrence sur n. 


e Sin = 1, L = klui]. Si w1 est transcendant sur k, alors k[ui] = k[X] et cela 
contredit l'hypothèse suivant laquelle L est un corps. Donc vw est algébrique sur k, et 
L = klu] = k[X]/(f) où f est un polynôme irréductible de &[X]. ZL sera bien un 
k-espace vectoriel de dimension finie deg f. 


e Au rang n, considérons L = klw1,.….,w,]. Si chaque v; est algébrique sur k, alors 
chaque v; est entier sur k&[u1,.….,v;_1]. Chaque k[u:1,….,v;] sera un k[w1,…,v;_1]-module 
de type fini, et de proche en proche L sera un k-module de type fini. 


Supposons maintenant que vw soit transcendant. L’hypothèse récurrente montre que 
l’ensemble k (v1) [u2, …,v,] est un k (w1)-espace vectoriel de dimension finie, donc chaque 
v; est algébrique sur le corps k (1). Il existe a;; € k (v1) tels que 


Vi vit + din, 108) +... + &o = 0. 
Si a € ki] est multiple de tous les dénominateurs des a;;, on trouve 
Vi (avi) + aüin;-1 CE +... +a"%a;0 = 0 


ce qui prouve que av, est entier sur k [wi]. 


Si z € L = kw, …, 1] il existe des @;,.:, € k tels que 


== i1 4 
Z = ) Din im Un 


et un entier N est assez grand tel que 


CN DCE (avi)? Re (avn)" : 


avec tj.i, € N. Chaque av; étant entier sur k[w1], l'élément az sera entier sur 4 [ui] 
(Théorème 9). Autrement dit 


a € klui] VzeL=klu,…,u] 2N az est entier sur k[v]. 


Puisque L est un corps contenant k et w1, il contient k (v1) et l’on aura à fortiori 


aeklu] Vzek(wu) 2N az est entier sur k[u], 
ce qui est absurde d’après le Lemme ci-dessous et compte tenu de k(w1) = k(X). 


Lemme 1 Soit k un corps. Il n'existe pas de polynôme non nul f € k[X1] tel que 


VzEk(X) 3NEN f"z entier sur k[X]. 


Preuve du Lemme : Soit p un polynôme irréductible ne divisant pas f. Prenons z — = 


L est entier sur 4 [X] si, et seulement si, il existe des polynômes q; € k[X] tels que 


N\® N\m=l N 
(£) + Gm—1 (£) po EG 
P P P 


soit 
NT qe Dp + + qu FN DL + go = 0 
de sorte que p divise f, absurde. = 
Remarque : Le Théorème 10 modifié en remplaçant la conclusion ” L est une extension 


de degré fini de k” par ” L est une extension algébrique de k” est donné comme Corollaire 
du Théorème de normalisation de Emmy Noether dans [1] Co 1.1.8 p. 6. 


4.2 Théorème des zéros d’Hilbert (Nullstellensatz) 


Lemme 2 Soient k un corps et k[ÏX] := k[X1,.…., X,]. 

1) Soit a = (a1,.….,an) € k”. L'idéal (X1 — a1,.…, Xn — an) est maximal (et c’est l’idéal 
associé à a d’après le Théorème 6). 

2) Réciproquement, si k est algébriquement clos, tout idéal maximal de k[X] est de la 
forme (X1 — a1,.…., Xn — an) où a € k” convenable. 

3) Pour tout m € N;, l'idéal (X1 — a1, …, Xm — Gm) est premier. 


Preuve : 1) Soit 1 = (X1 — a1,.…., Xn — an). Si J est un idéal contenant strictement J et 
si f € J\I, par division euclidienne dans k[X2,.…., Xh][X1], 


Î = (Xi DE a) Qi (X1, Xe) + R: (X2, re 
En recommençant avec R1, et ainsi de suite : 
Î = (Xi — a) Qi (X1, nes Xn) + (X2 — @2) Q2 (X2, Ne) +... + (Es = An) An + Tn 


AVEC Gn,Tn € k. Si rn = 0, f € Let c’est absurde. Donc r, £ 0, et r, sera inversible. 
Comme l'égalité précédente montre que r, € J, on déduit J = k[X1,..., Xà]. 


2) Si J est un idéal maximal de k[X], k[X] /I est une k-algèbre de type fini et un corps, 
donc une extension algébrique de k d’après le Théorème 10. k est algébriquement clos 
donc k[X]/I = k et pour tout à il existera a; € k tel que X; — a; € I. On en déduit 


(X5 — A, Ân — An) CI 


puis 1 = (X1 — a1,.…, Xy — an) puique (X1 — a1,.…, Xn — an) est un idéal maximal. 


3) Soit 1 = (X1 — a1,.…, Xim — Am). Si f et g sont deux polynômes de k[X] tels que 
Îfg € I, par divisions euclidiennes successives, 


Fe any het) diet (A 42) Ep. #) 
GX =) Br + (= dires tlXe-d)BE 0 Aisses AS): 


En faisant le produit, 
fg = (Xi — a) Ci + (X2 — a2) Co +... + (Xi — Am) Cm + PA. 


Dans cette dernière égalité, si l’on remplace les m premières indéterminées X1,..., Xm 
Par &1,.…., 4m, On obtient l'égalité polynomiale p(X 341, .…, Xn) X Q (Xm+1,.., Ân) = 0. 
Comme k[X»+1,..…, X,] est un anneau intègre, on déduit p = 0 ou q = 0, d’où f € I ou 
g € I, et cela achève la preuve. # 


Remarques : 1) On obtient une autre preuve de la maximalité de 7 au 1) du Lemme en 
utilisant l'égalité Z = 1 ({a}) montrée au Théorème 6. L'application 


Î + f(a) 


est un morphisme d’algèbres de noyau 7, donc k[X]/I est isomorphe à k. Par suite 
k[X]/I est un corps et Z est maximal. 

2) Donnons une autre preuve du 3) du Lemme. L'idéal 7 = (X1 — a1,.…, Xm — @äm) est 
le noyau du morphisme d’algèbres 


k[X] —+ AE de 
Î ue tsar Re 


Pour le vérifier, on écrit tout f € k[X] sous la forme 
J = (Xi — ai) A1 + (X2 — a2) A2 +. + (Km — am) Am + D (Xm+1, …., Xn) 


grâce à des divisions euclidiennes, et l’on constate que f (a1,.…, 4m, Xm+1:. Xn) = 0 
entraîne p(Xm+1,.., Xn) = 0, soit f € I. Réciproquement, tout f € I est dans le noyau 
de ce morphisme. Mais alors k[X1]/I est isomorphe à l’anneau intègre k[X,»41,.…., Xal, 
donc I est premier. 


Théorème 11 - Théorème des zéros d’Hilbert (version 1) - 
Soient k un corps algébriquement clos et T un idéal de k[X] distinct de k[X]. Alors 
V (1) Z 0. 


Preuve : I est contenu dans un idéal maximal M, et il suffit de montrer que V (M) Z Ü. 
Le Lemme 2 montre l'existence de a € k” tel que M = (X3 — a1,.…, X» — a»), et l’on 
obtient V (M) = {(a1,.…., an)}. M 


Théorème 12 - Théorème des zéros d’Hilbert (version 2) - 
Si k est un corps algébriquement clos, alors I (V (1)) = VT pour tout idéal I de k[X]. 


Preuve : Si f € VI, il existe un entier naturel m tel que f” € I. Pour tout x € V (1) 
on aura f(x) = 0 donc f(x) = 0 et par suite f € 1(V(1)). Réciproquement, si 
fET(V(1))\{0}, considérons l'idéal l' engendré par Z et par le polynôme 1 — f(X)Y 
dans l’anneau k[X, Y]. Cet idéal n’a pas de zéro puisque f s’annule en tout point de V (7). 
La première version du Théorème des zéros d’Hilbert montre que 1 € J”, i.e. 


1=qfi+..+qsfs + sr (1 = JY) 


avec des polynômes g; € k[X, Y] convenables et en notant 7 = (f1,..., fs). En substituant 
la fraction rationnelle 5 à Ÿ puis en réduisant au même dénominateur, on obtient une 


relation de la forme f = p1 fi +. + psfs, ce qui entraîne f € VI. 


La preuve ci-dessus est due à Rabinovitsch. Voici une conséquence importante de ce 
Théorème qui établit une correspondance bi-univoque entre les idéaux radicaux (ïi.e. les 
idéaux qui sont égaux avec leur radical) et les ensembles algébriques : 


Corollaire 6 Soit k algébriquement clos. L'application W — I(W) est une bijection 
décroissante de l’ensemble À des sous-ensembles algébriques de k” sur l’ensemble R des 
idéaux radicaux de k[X]. La bijection réciproque est donnée par J — V (J). 


Preuve : Les applications W — 1(W) et J — V (J) sont bien définie et décroissantes. 
Elles sont inverses l’une de l’autre car V (1(W)) = W pour tout W € À (Théorème 6) et 
I(V(J)) = VJ = J pour tout J € R (Théorème 12). sm 


5 Ensembles algébriques irréductibles 


5.1 Définition 


Soit f(x,y) = y? — 2xy — x?y + 2x = (y — 2x) (y —x?). Le sous-ensemble algébrique 
V (f) de R? est la réunion de deux ensembles algébriques plus petits : la droite V (y — 2x) 
et la parabole V (y — x?). Pour cette raison on dit que V (f) est réductible. 


Définition 8 Un ensemble algébrique V est irréductible s’il ne peut pas s’écrire comme 
la réunion de deux sous-ensembles algébriques propres (autrement dit s'il n'existe pas deux 
sous-ensembles algébriques V1 et V2 distincts de V pour lesquels V = MUV2). est 
irréductible dans le cas contraire. 


Avec cette définition, Ü est un ensemble algébrique irréductible. 
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Théorème 13 Si V est un ensemble algébrique non vide, 
V irréductible & I(V) idéal premier. 


L'application V + I(V) est une bijection décroissante de la famille des ensembles al- 
gébriques irréductible dans celle des idéaux premiers de k[X]. La bijection réciproque est 
Ie V(I). 


Preuve : x Si V est réductible, V = ViUV2 avec V; É V. Donc Z (V;) 2 I (V) (Théorème 6) 
et il existe f; € [(Vi)\1(V). On vérifie que f1f2 € I(V), f1 € T(V)et fa  T(V), de 
sorte que l’idéal 7 (V) ne soit pas premier. 

x Réciproquement, si Z (V) n’est pas premier, ou bien 7 (V) = &[X], ou bien il existe 
f1 et f2 tels que fifa € I(V), f1 € I(V) et fa € I(V). Dans le second cas, on à 
V=(VNV(fH)U(VNV(f)) avec VNV (f) É V, de sorte que V soit réductible. Dans 
le premier cas, V = V (k[X]) — Ÿ et cela est rejeté par hypothèse. # 


Si k est un corps infini, 1 (k") — (0) est un idéal premier, donc k” est un ensemble 
algébrique irréductible. 


Définition 9 Une variété algébrique affine est un sous-ensemble algébrique irréductible 
de k7. 


On notera qu'il y a correspondance biunivoque (et décroissante) entre l’ensemble des 
variétés algébriques affines et l’ensemble des idéaux premiers de 4 [X] auquel on adjoint 
l'idéal k[X]. 


5.2 Topologie de Zariski 


L’intersection quelconque d’ensembles algébriques et la réunion finie d’ensembles algébriques 
est encore un ensemble algébrique, l’ensemble vide et 4” sont des ensembles algébriques, 
si bien que l’on puisse définir une topologie sur k"” en décidant que les ouverts de k"” sont 
les complémentaires des ensembles algébriques de k”. C’est la topologie de Zariski. 


Exemple : Tout idéal de &[X] est principal. Les ensembles algébriques de la droite k 
sont donc les zéros de polynômes de k[X1, i.e. les parties finis de k si l’on excepte k et (. 
Ainsi la topologie de Zariski sur k n’est pas séparée. 


Soit V un ensemble algébrique de k”?. Si W est un sous-ensemble algébrique de V, 
autrement dit si V est un ensemble algébrique de k" inclus dans V, l'inclusion W € V se 
traduit par 1 (W) 3 1(V). Comme k&[X1] est noethérien, toute chaîne croissante d’idéaux 
LHC LC. C lm C… de k[X] est stationnaire (Définition 3). On sait aussi qu’il y a 
bijection entre les sous-ensembles algébriques W de V et les idéaux radicaux contenant 
I(V). Tout cela montre que toute chaîne décroissante de sous-ensembles algébriques de V 
(i.e. de fermés de V) W1 5 W2 5 … D W, > … de k” est stationnaire. On traduit cette 
propriété en disant que la topologie de Zariski est noethérienne. 


Définition 10 Un espace topologique E est irréductible s’il ne s'écrit pas comme la 
réunion de deux fermés propres (i.e. si l’on n’a pas E = F1 U F2 où les F; sont des fermés 
distincts de E). 
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Avec cette définition, un ensemble algébrique V est irréductible si et seulement si c’est un 
espace topologique irréductible. 


Théorème 14 Soit E un espace topologique. Il y a équivalence entre 
1) E est irréductible, 

2) Deux ouverts non vides de E ont une intersection non vide, 

3) Tout ouvert non vide de E est partout dense. 


Preuve : non 2) = non 1) : Si U; et U2 sont des ouverts non vides d’intersection vide, 
CU: UCU» = E où les CU; sont des fermés propres de E. 

non 1) = non 2) : Si £ = FU P> avec F; fermé distinct de E, alors ÿ = CF N CF où les 
CF; sont des ouverts non vide de E. 

non 3) + non 1) : Si U est un ouvert non vide non partout dense, £ = CU UU apparaît 
comme la réunion de deux fermés distincts de Æ. 

non 1) = non 3) : Si E = FU P> avec F; fermé distinct de E, alors 4 = CF NCP et CF 
sera un ouvert non vide de Æ et non partout dense (en effet, CFÆ> est un ouvert non vide 
de E qui n’intercepte pas CF). 


5.3 Décomposition en composantes irréductibles 


On sait que k[X] est un anneau noethérien, et pour les ensembles algébriques, cela se 
traduit par le résultat : 


Lemme 3 Toute famille non vide d’ensembles algébriques admet un élément minimal. 


Preuve : Toute famille non vide d’idéaux de k[X] admet un élément maximal d’après 
le Théorème 3. Si {V,} est une famille non vide d’ensembles algébriques, soit 1 (V3) un 
élément maximal de {1(V,)}. Si Va € Vg, alors T1 (V4) > T(V3) entraîne 1 (V4) = I (V3) 
d’où " — Va. Li 


Ce Lemme permet d’énoncer ce Théorème de décomposition : 


Théorème 15 Tout ensemble algébrique V de k" se décompose de façon unique sous la 
forme V = WU... UV où les V; sont des ensembles algébriques irréductibles vérifiant 
Vi É V; pour tous i £ j. 


Définition 11 Cette écriture représente la décomposition de V en composantes ir- 
réductibles et chaque V; s'appelle une composante irréductible de V. 


Preuve : x Soit S la famille des ensembles algébriques de k” qui ne s’écrivent pas comme 
la réunion finie d’ensembles algébriques irréductibles. Montrons par l’absurde que $S est 
vide. Si S n’était pas vide, elle possèderait un élément minimal V d’après le Lemme 
précédent. V est réductible donc s'écrit V = VW U V2 avec V (CA V, et chacun des V; 
n'appartient pas à $S, pour ne pas contredire le caractère minimal de V. Donc chaque V; 
est une réunion finie d’ensembles algébriques irréductibles, et V = Vi U V2 aussi, ce qui est 
absurde. 


x Tout ensemble algébrique V s'écrit donc V = V3 U.. U V,, où chaque V; est irré- 
ductible. Il suffit de supprimer les V; pour lesquels il existe un V; tel que V; € V; pour 
obtenir une décomposition vérifiant V; S V; dès que à 5. 


12 


x Unicité de la décomposition : Si V=VU.UWm=W U..UW,, 


m=UGNW) 240 = VW +40 VC Wi. 
j 


De la même façon, il existe k tel que W,(;, € V4. On déduit WG CW;(;, € Vx donc Vi = V4 
et Vi =W;(). On a montré l'inclusion {V,..., Vn} € {W1,..., Wa}. L’inclusion réciproque 
se prouve de la même manière. m 


5.4 Cas des hypersurfaces 


Théorème 16 Décomposition d’une hypersurface 

Supposons que le corps k soit algébriquement clos et que f soit un polynôme non constant 
de k[X]. Notons f = uf;".….f®" la décomposition de f en produit de facteurs irréductibles. 
La décomposition de V (f) en composantes irréductibles est V (f) = V(fi)U UV (fm) 
et l’on a T(V (f)) = (f1f2...fm). 


Preuve : Clairement V (f) = V(f1)U..UV (fm). Si f: est irréductible, l’idéal (f;) est 
premier (rappelons que dans un anneau factoriel un élément non nul f est irréductible si, 
et seulement si, l’idéal (f) est premier) donc radical et 1 (V (f;)) = 4/(fi) = (fi). Par suite 
V (fi) est un ensemble algébrique irréductible. D’après le Théorème des zéros d’Hilbert, 


Va) CV (5) = IV) 3 TV) = V5) 2 1/05) = (Hi) > (5) = = 3. 
Par ailleurs 


T(V(P) = I(V(JU..UV (fn)) =T(V ())N NT (V (fm)) 
= V/(f)N.. NV (fm) (Théorème des zéros d’'Hilbert) 


= (f1)N..N(fn) (car (fi) premier) 
— (f1..fm) (car les f; sont irréductibles). m 


Théorème 17 L'hypersurface algébrique V (f) est irréductible si et seulement si f est (à 
multiplication près par un scalaire non nul) soit une puissance d’un polynôme irréductible, 
soit un polynôme constant. 


Preuve : La condition est suffisante. En effet, si f est irréductible, V (f*) = V (f) est un 
ensemble algébrique irréductible d’après le Théorème 16. Si f est une constante non nulle, 
V (f) = V (1) = Ÿ est bien irréductible. Enfin si f = 0, V (0) = k"” est encore irréductible. 
Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Si l’hypersurface V (f) est irré- 
ductible, de deux choses l’une : 

x Ou bien V(f) = Ü ou k”, et les équivalences ci-dessous montrent que f est une 
constante (on utilise le Corollaire 1) : 


V(f}=0S&1(V(f)=1(0)&(f) = (1 <& f est une constante non nulle, 
V(P=RKk es I(V()=I(k7) & (f) = (0) & f = 0. 


x Ou bien V (f) & {Ÿ,k"}, et les mêmes équivalences montrent que f est un polynôme 
non constant. Notons f = ufi ff" (avec m > 1) la décomposition de f en produit de 


facteurs irréductibles. Comme V (f) est irréductible, 1 (V (f)) = (f1f2...fm) est un idéal 
premier, et cela impose m = 1et f =uf;".m 
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Théorème 18 L'application f - V (f) est une bijection décroissante de l’ensemble des 
polynômes irréductibles (à multiplication près par un scalaire non nul) sur l’ensemble des 
hypersurfaces irréductibles de k" distinctes de V (1) = 0 et V (0) = k”. 


Preuve : Si f est un polynôme irréductible, alors V (f) est une hypersurface irréductible 
d’après le Théorème 17. De plus V(f) & {0,k"} d’après les équivalences dans la preuve 
du Théorème 17. L'application f — V (f) est donc bien définie. 


x Surjectivité : Si V (f) est une hypersurface irréductible distincte de Ÿ et k”, alors f 
n’est pas une constante toujours d’après les équivalences dans la preuve du Théorème 17, et 
ce même Théorème montre l’existence de u € k* de a1 € N* et d’un polynôme irréductible 
fi tels que f = uf;*. Alors V(f) = V (uf;) = V (fi) avec f1 irréductible. 


x Injectivité : Si V(f) = V (g) avec f et g irréductibles, alors 


IV) =1V (y) & VI = Vo se (N=(G)éeueEr f=ug.s 


5.5 Sous-ensembles algébriques irréductibles du plan 


Plaçons-nous dans le plan 42. On va prouver que les sous-ensembles algébriques irré- 
ductibles infinis du plan et distincts de k? sont des hypersurfaces algébriques définies 
par des polynômes irréductibles. Comme tout sous-ensemble algébrique V s'écrit comme 
réunion de ses composantes algébriques irréductibles, on aura V = k? ou bien 


avec des polynômes f; irréductibles. Dans ce qui suit, on ne suppose pas que k est al- 
gébriquement clos. 


Lemme 4 Soient f,g € k[X,Y]. Si f et g sont premiers entre eux dans k[X, Y], alors 
f et g sont premiers entre eux dans k(X)[Y]. 


Preuve : Supposons par l’absurde qu’il existe Q € k(X)[Y] divisant f et g et tel que 
QE k(X). Soit 


Di (X) 
= © Y'Eek(X)|Y|. 
Q- AD eo 
Il existe R,S € k(X)[Y] tels que f = QR et g = QS. Soit q le ppem des g. On a 


qQ E k[X,Y]. De même, il existe deux polynômes r, 8 € k[X] tels que rR,s$S € k[X, Y]. 
On obtient (égalités dans k[X, Y]) : 


grsf = s(qQ) (rR) et grsg = r (qQ) (sS). 


Q & k(X) donc qQ possède au moins un monôme en Ÿ dans son écriture dans la base 
canonique de k[X,Y]. Il existe un diviseur irréductible T de gQ qui possède aussi un tel 
monôme en Ÿ. T divise qgrsf et qgrsg, donc divisera f et g dans k[X, Y], absurde. m 


Théorème 19 Si f et g sont deux polynômes premiers entre eux dans k[X,Y], alors 
V(f,g) = V(f)NV (ga) est un ensemble fini de points. 
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Preuve : Le Lemme montre que f et g sont premiers entre eux dans 4 (X)[Y] qui est 
un anneau principal. Le Théorème de Bezout s’applique, et il existe u,v € k(X) [Y] tels 
que uf + vg = 1. Si ô désigne un polynôme de k[X] tel que Ôu = ui € k[X,Y] et 
Ov = v1 € k[X, Y|, on obtient u1f + v1g = ô. Le polynôme 6 de k&[X] n’est pas nul donc 
possède un nombre fini de racines a1, …, ag. Si (æ,y) € V(f,g), alors Ô (x) = 0 et 


d 
V(f,9) CU Kai} x &). 
i=1 


Il suffit de recommencer avec Ÿ pour obtenir V (f,g) € U] ({æ&} x {b;}). 
1<i<d 
1<ÿ<I 


Théorème 20 Si f est irréductible dans k[X, Y] et V (f) infini, alors T(V (f)) = (f) et 
V (f) est un ensemble algébrique irréductible. 


Preuve : Ce Théorème est une conséquence du Théorème des zéros d’Hilbert dans l’espace 
affine k”, lorque l’on suppose k algébriquement clos et sans la condition ” V (f) infini” (cf. 
Théorème 16). Montrons le ici sans supposer k algébriquement clos mais en renforçant les 
hypothèses : n = 2 et V (f) infini. 

e Montrons que 1(V(f)) = (f). L’inclusion (f) € T1 (V (f)) est triviale. Réciproque- 
ment, supposons g € 1(V(f)). Si f et g étaient premiers entre eux, V (f) = V (f, g) serait 
fini d’après le Théorème précédent, absurde. Donc f n’est pas premiers avec g, f divise g 
et ge (f). 

eOna 


V (f) irréductible & I (V (f)) premier & (f) premier & f irréductible 
puisque nous sommes dans l’anneau factoriel k[X, Y] et que f n’est pas nul. m 


Théorème 21 Si k est infini, les ensembles algébriques irréductibles de k? sont : 
- k? et 0, 

- les parties finies de k?, 

- les hypersurfaces irréductibles V (f) où f est un polynôme irréductible. 


Preuve : Soit V un ensemble algébrique irréductible de k? infini et distinct de k?. L'idéal 
T(V) contient un polynôme f non constant (sinon 1 (V) = 0 et V = V(I(V)) = k?). 
Comme V est irréductible, I (V) sera premier et l’un des facteurs irréductibles À de f 
appartiendra à Z(V). Donc (h) € I(V). Si (h) £ I(V), soit g € I(V)\(h). Alors 
pgcd (h, g) = 1 et V (h, g) est une partie finie, ce qui est impossible car V € V (h, g) et V 
infinie. Donc 1(V) = (h) et V =V(1(V)) = V(h) où À est irréductible. 


6 Algèbre k [V] des fonctions régulières 


Soit V un ensemble algébrique affine dans k”. On s'intéresse aux seules fonctions de V 
dans k obtenues comme restrictions de fonctions polynomiales de k” dans k. 
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Définition 12 On appelle fonction régulière définie sur V toute restriction d’une fonc- 
tion polynomiale de k" dans k. On note P (V, k) la k-algèbre des fonctions régulières sur V. 


Deux fonctions régulières f et g sont égales si et seulement si elles coïncident en chacun 
des points de V, autrement dit si les polynômes f et g vérifient f (x) = g(x) pour tout x 
appartenant à V. On peut donc écrire 


J=g&f-gelr(Vv), 
ou, ce qui revient au même, dire que le noyau de l’épimorphisme d’algèbres 


kIX] — P(V,k) 
J EE sl 


est I(V). Par décomposition canonique, on obtient P (V,k) = k[X]/I(V). Il existe 
donc deux façons importantes d'imaginer une fonction régulière sur V : soit comme la 
restriction d’une fonction polynômiale, soit comme la classe d'équivalence d’un polynôme 


de k[X]. 


Définition 13 La k-algèbre des fonctions régulières sur V (encore appelée algèbre des 
coordonnées affines) est notée k[V] ou T'(V). Les fonctions régulières sur V sont aussi 
appelées homomorphismes de V sur k, et forment l’ensemble Hom(V,k). On peut 
donc écrire P (V,k) = k[V]=T(V) =k[X]/1(V) = Hom(V,k). 


À la Section 4.1, on à vérifié : 
Théorème 22 k[V] est une k-algèbre de type fini engendrée par (i, XX, ro) 
Définition 14 Soit À un anneau. Le nilradical de A est l’idéal formé des éléments nilpo- 


tents de cet anneau. On le note Nil(A), de sorte que Nil(A) = {re A/MmEN x°—=0}. 
L'anneau À est dit réduit si son nilradical est réduit à {0}. 


Théorème 23 Soit I un idéal de k[X]. L'anneau À = k[X]/I est réduit si et seulement 
si I est un idéal radical. 


Preuve : 
Aréduit & (VPeA P=0=P=0) 
& (VPEk[X] Pel=PelevVI=I.s 
On peut énoncer : 


Théorème 24 Si V est un ensemble algébrique sur k, l’anneau k[V] = k[X]/I(V) des 
fonctions régulières sur V est une k-algèbre réduite de type fini. Réciproquement, toute 
k-algèbre réduite de type fini coïncide avec une algèbre des fonctions régulières sur un 
ensemble algébrique. 
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Preuve : Le sens direct provient des deux Théorèmes précédents. Réciproquement, 
si 41,..., An désigne un système générateur de la k-algèbre réduite de type fini À, alors 
A = klai,.…., an] et l’application 


Ê£ k[X] — A 
PK nr)  P(ai;,0) 


est un épimorphisme de k-algèbres. L'idéal ? = Keré est appelé ”l’idéal des relations 
algébriques entre les a; et à coefficients dans k”, et l’on a À = k[X]/I par dé- 
composition canonique. À est réduite donc 7 sera un idéal radical (Théorème 23) et le 
Théorème des zéros d’Hilbert donne 1 (V (1)) = VI = 1, d’où A = k[X]/1(V) en posant 
V=V(I). 


7 Sous-ensembles algébriques de V 


Dans la suite, appelons variété toute variété algébrique affine V. On rappelle que V est 
une variété algébrique affine si et seulement si c’est un sous-ensemble algébrique affine 
irréductible, et que cela équivaut à dire - lorsqu'on suppose que V £ () - que T (V) est 
un idéal premier. Dire que V est une variété équivaut donc à dire que l’anneau des 
coordonnées affines k [V] est intègre. 


Définition 15 Un sous-ensemble algébrique (resp. une sous-variété) de V est, par 
définition, un sous-ensemble algébrique (resp. une variété) de k” inclus dans V. 


À tout sous-ensemble algébrique W de V (i.e. à tout fermé de V pour la topologie de 
Zariski), on associe l’idéal 


Iv (W) = {f E k[V] /VreW Ï ()=0}. 


Dans cette écriture, on notera bien que la définition f (x) := f(x) a un sens pour tout 
f € k[X] et pour tout x € V. L'ensemble 17 (W) est l'idéal associé à W dans V, et il est 
facile de voir que 1 (W) = p(1(W)) où p : k[X] — k[V] désigne la projection canonique. 


Réciproquement, tout idéal J de k[V] définit un idéal J’ de k [X] formé de tous les antécé- 
dents des éléments de J par la projection canonique p, ce que l’on écrit J' = p-1 (J), et l’on 
sait que l'application J + p 1! (J) définit une bijection entre les idéaux de Æ[V] et ceux 
de k[X], d’inverse J’ + p(J"), et que les idéaux premiers, maximaux, ou radicaux, se cor- 
respondent via cette bijection. L’inclusion J’ 3 I (V) entraîne V (J') C V(1(V)) = V et 
V (J") apparaît bien comme un sous-ensemble algébrique de V. Si l’on pose naturellement 


V (J) = {ze v/v} ei Ï ()=0}, 
les équivalences 
(vf EeJ f(x) = 0) &(Vfes f{a)el(V))e (fes f(x)=0) 
et l'inclusion V (J") € V montrée plus haut entraînent V (J) = V (J”). 
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En conclusion, les sous-ensembles algébriques de V peuvent être défini intrinséquement par 
rapport à V en utilisant l’algèbre k [V], et cela en répétant le procédé qui nous a permis 
de définir les sous-ensembles algébriques de k” en utilisant l’algèbre k [X] des polynômes. 
Les propriétés obtenues avec k[V] sont en tous points similaires à celles déjà connues 


et concernant &[X]. Par exemple, si k est algébriquement clos, le Théorème des zéros 
d’'Hilbert s’énonce 1y (V (J)) = V.J pour tout idéal J de k[V]. On peut le vérifier en 


écrivant 
IV) = 17 (V (99) =p(1(V (29) = (V7) 


où J'=p !(J) et où l’on a appliqué la version du Théorème dans k[X], et en notant que 
l'égalité p (v J ) = V/J provient des équivalences : 


JEVTemEeN feJemen (j) ep(J)=Je j eV. 
Théorème 25 Les idéaux maximaux de k[V] sont de la forme 


Ma = Iv ({e}) = {7 € VI / F (a) = 0} 
où x € V. 


Preuve : Un point x de V est un sous-ensemble algébrique de V dont l'idéal associé 
M := Iy ({x}) est le noyau de l’épimorphisme d'évaluation de f en x 


evz: k[V] — k 
f  fh)=f(. 


Ainsi k[V]/M4 est isomorphe à k et k[V] /M est un corps. Cela prouve que l'idéal M 
est maximal. Réciproquement, si M est un idéal maximal de 4 [V], et si x € V (M), alors 


MC I (V(M))C Iv({x}) = M, 
d'où M = M. 


Théorème 26 Si k est algébriquement clos, alors V (1) est fini si et seulement si k[X] /I 
est un k-espace vectoriel de dimension finie. Dans ce cas #V (1) < dimy (k[X] /T). 
Preuve : (=) Soit V (1) = {ai,….,u} avec a; = (a1j,…., an). Pour tout à € N,, posons 
FEUX) = Il (Xi — aij). On a f; (ay) = 0 pour tout j/ € Ny donc f; € I(V(I)) = VI. Il 
existera de un entier naturel m tel que f;" € I pour tout i € N,. Comme 


mli-1 


= (Xi — an) x (Xi — 2) x x (Xi — an) = XPŸ — > Xi EI 


où € € k, on déduit 


dans k[X]/1. Tous les monômes Xe 


n 


a avec B,..,/8, € {0,1,..,ml—1}. 


(=) Si a1,.…., am € V (I), il existe f1, .…., fm € k[X] tels que f;(a;) = 6; (appliquer 
le Lemme 5 avec V = {a1,.…,am}\{a;}). 


s’écriront donc comme des k-combinaisons 


ut Bi à 
linéaires des monômes X, ..X 


DA et SN x El = Vi Àj = 0 
montre que la famille (À, Hs fn) est libre. Par suite #V (1) < dimy (k[X] /1).m 


Lemme 5 SiV est un ensemble algébrique et si a € V, alors il existe f € k[X] s’annulant 
sur V et tel que f (a) £ 0. 


Preuve : Tout revient à prouver que 1 (V) 2 I(VU{a}). L'égalité I (V) = I(VU{a}) 
entraîne V (1(V)) = V(T(V U{a})) (voir 5) (c) du Théorème 6, puisque V et V U {a} 
sont des ensembles algébriques) d’où V = V U {a}, ce qui est absurde. m 


Corollaire 7 Si k est algébriquement clos et si V est un sous-ensemble algébrique de k”, 
alors V est fini si et seulement si dimg (k[V]) < +oo. 


Preuve : On à V = V (1 (V)) puisque V est un sous-ensemble algébrique. Il suffit ensuite 
de rappeler que k[V] = k[XT/1(V) et d'appliquer le Théorèmee 26. m 


Théorème 27 Soit V une variété de k" où k est algébriquement clos. Il y a équivalence 
entre : 

1) V est un point, 

2) k[V]=k, 

3) dimy (k[V]) < +oo, 

4) T(V) est maximal. 


Preuve : x 1) équivaut à 3) : Si V est un point alors dim (k[V]) < +o par le Corollaire 7. 
Réciproquement, si dimx k[V] < +00, le Corollaire 7 montre que V est fini. Comme V est 
une variété, ce sera un singleton. Aïnsi 3) entraîne 1). 

x 1) équivaut à 4) : Si V = {a}, alors 1(V) = I({a}) = (X1 — a1,.…., Xn — an) est 
maximal d’après le Lemme 2. Réciproquement, si 1 (V) est maximal, il existe a € k” tel 
que T1 (V) = (X1 — a1,.…., Xn — an) toujours d’après le Lemme 2, et l’on déduit 


V=V(I(V))=V (Xi - a1,.., Xn — an) = {a}. 
x 1) équivaut à 2) : Si V = {a}, alors 1(V) = T({a}) = (X1 — a1,.…, Xn — an) et 
k [V] = k [X] /I(V) = k [X] / (Xi un A, XÂn = An) es k, 
comme on peut le voir en écrivant des divisions euclidiennes successives par X1 — a, …., 
Xn — an. Réciproquement, si k[V] + k, alors &[V] est un corps. Cela équivaut à dire 
que 1 (V) est maximal, et d’après le Lemme 2, à l'existence de a € k” tel que T (V) = 


(X1 — @&1,..., Xn — Gn). On obtient alors V = V(T(V)) = V(X1-a1,.., Xn — Qn) = 
{a}. n 
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Le Théorème suivant récapitule la correspondance bi-univoque qui existe entre les sous- 
ensembles algébriques de V - c’est la vision géométrique - et les idéaux.de k[V] - c’est la 
vision algébrique - mettant ainsi en évidence un dictionnaire permettant de passer d’un 
point de vue à l’autre. 


Théorème 28 Soit V une variété. Il y a bijection entre les sous-ensembles algébriques 
(resp. sous-variétés, points) de V et les idéaux radicaux (resp. premiers, maximaux) 
de k[V]. 


Preuve : Voir Corollaire 6 et Théorèmes 13 et 27.1 


8 Fonctions régulières entre deux ensembles algébriques 


Soit V (resp. W) un sous-ensemble algébrique de k” (resp. k”) d’idéal radical associé I (V) 
(resp. 1(W)). Une fonction régulière entre V et W (ou un morphisme d’ensembles 
algébriques de V dans W) est une application f : V — W définie par des applications 
polynômiales f1,..…., fm de k” dans k, soit 


f: V — W 
x f(x) = (f(x), fm(an))- 


On sait que V = V (1 (V)), de sorte que x € V si, et seulement si, pour tout h € T(V'), 
h (x) = 0 (idem avec W). Cela permet de traduire la condition 


xeV= f(x) eW 


par 
VxeV VheI(W) Rh(f1(x1),.…, fm(£n)) = 0 


ou encore par 
(C1) VhREI(W) h(fies fm) € L(V). 


On identifie ensuite deux application polynômiales f = (f1,..., fin) et g — (91; 9m) de 
k" vers k”! coïncidant sur V, i.e. vérifiant 


VzEV f(x) =g(x) 

ce qui équivaut à 
(C2) Vi fi-xel(V). 

Notons Hom (V, W) l’ensemble des homomorphismes de V vers W. 
Si f € Hom(V,W) est fixé et si g € Hom(W,k) = k[W]|, on peut définir le ”pull-back” 
f* (g) = go f dans Hom (V, k), soit le morphisme d’algèbres 

f*: kIW] — k[V] 

g HR gof 


Réciproquement tout morphisme d’algèbres @ : k[W] — k[V] donne naissance à un mor- 
phisme @ : Hom(W,k) — Hom(V,k) via les isomorphismes Hom (W, k) + k[W], et l’on 
peut chercher les f € Hom (V, W) telles que 


Vg E Hom(W,k) gof—v(g). (x) 
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Supposons W € k”. La condition (+) équivaut à la suivante puisque f* et 4 sont des 
morphismes d’algèbres : 


La fonction régulière f = (f1,..…., fm) parfaitement déterminée par cette condition vérifie 
bien f* = 4. On a prouvé : 


Théorème 29 L'application 


f*: Hom(V,W) — Hom(k[W],k[V]) 
Î R à 


est un isomorphisme d’algèbres, et l’on a (f o g)* = g* o f*. 


9 Bidual de V et applications 
Le Théorème suivant montre que le bidual de V est équipotent à V : 


Théorème 30 . 1) Si À est une k-algèbre de type fini, en notant I l'idéal des relations 
algébriques entre les a; à coefficients dans k, alors A © k[X] /T et l'application 


Y: V(I) — Hom(A,k) 
T LE Pr 
où p, désigne le morphisme évaluation en x” défini par v, (?) — P(x), est une bijection. 
L'application réciproque est donnée par 
Y-l: Hom(A,k) — V 


Je (HG) (R) 


2) En particulier, si V est un ensemble algébrique et si k[V] = k[XT /I(V) désigne 
l’anneau des fonction régulière sur V, l’application 


ŸY: VO — Hom(A(V),k) 


TT Pa 
est une bijection. 


Preuve : 1) Y est bien définie car si P —Q € I, pour tout x € V (I), P(x) = Q(x). Soit 
f € Hom (A, k). Il s’agit de trouver x € V (1) tel que Ÿ(x) = f, i.e. 


VPEA f(?) = P(x) 
Comme A=kI[X] /1=k 2, 4%] est une k-algèbre engendrée par X1,., X,, cette 
dernière affirmation équivaut à 


VIEN f (Xi) 
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de sorte que 


vé=réaz(r(r)r (és). 


Enfin, on vérifie que x — (s (Xi) et (&r)) € V (1) en calculant pour Q € IT 


at =Q (rs) (fe) = (a s)) (8) = (0 20 


Cela prouve 1). 2) se déduit de 1) en prenant 7 (V) à la place de J, et en remarquant que 
V(I(V)) = V (cf. Théorème 6). m 

Le Théorème que l’on vient de démontrer permet d’énoncer deux résultats équivalents aux 
deux versions du Théorème des zéros d’Hilbert, ce sont les Théorèmes 31 et 32 qui suivent. 
Signalons qu’une preuve directe du Théorème 32 est donnée en [4] p25 et constitue une 
seconde démonstration du Théorème des zéros d’Hilbert. 


Théorème 31 Soit À est une algèbre de type fini sur un corps algébriquement clos k. Si 
A Z {0}, il existe un homomorphisme de À dans k. 


Preuve : À = k[X]/I où I désigne l’idéal des relations algébriques entre les générateurs 
a; de À, de sorte que 


AZ{0}ek[X]/1440) 8 k[X]S I. 


Il suffit de se rappeler que 7 Z k[XT] équivaut à V (1) Z Ÿ d’après la première version du 
Théorème des zéros d’Hilbert, et que V (7) = Hom (4, k) d’après le Théorème 30. = 


Théorème 32 Soit À est une algèbre de type fini sur un corps algébriquement clos k. 
1) On a 
(Vs € Hom(A,k) (a) =0)& a nilpotent. (1) 


2) On a aussi pour toute extension K du corps k 
(Vo € Homg (A, K) (a) =0)& a nilpotent. (2) 


Preuve : 1) A = k[X] /I où I désigne l’idéal des relations algébriques entre les généra- 
teurs a; de A. L’isomorphisme Hom (4, k) = V (1) exhibé au Théorème 30 montre que 
l’équivalence (+) s’écrit 


(VreV(I) v,(a)=0)&(neN a°=0) 
ou encore, en notant a = f , SuCcessivement 


(VreV() fa=0e (BneN j =0) 


(VreV(I) f(x)=0)S& (neN f'el) 


dernière formulation qui équivaut à l'égalité I(V (1)) = VT du Théorème des zéros 
d'Hilbert. 
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2) (2) entraîne (1). Réciproquement, si (1) a lieu, l'implication 
(Vy € Hom (A,K) (a) =0) = (Vo € Hom(A, k) w(a) =0) & a nilpotent 


subsiste. La réciproque est triviale : si a est nilpotent, a” — 0 pour un certain entier n et 
si ÿ € Homy (A, K), p(a)" = p(a”") = 0 entraîne w(a) = 0, puisque K est un corps. Æ 


Suivons [4] pour donner une autre démonstration du Théorème des zéros d’'Hilbert via le 
Théorème 32. Un anneau de Jacobson (encore appelé anneau de Hilbert) est un 
anneau dans lequel tout idéal premier est intersection d’une famille d’idéaux maximaux. 
On vérifie qu’un corps, un anneau principal et donc en particulier Z et k[X] (si k est un 
corps et si l’indéterminée X est unique) sont des anneaux de Jacobson. Le résultat qui 
nous permettra de démontrer le Théorème 32 est le suivant : 


Théorème 33 //2] Chap. 5} Une algèbre de type fini sur un anneau de Jacobson est un 
anneau de Jacobson. 


Lemme 6 Soit À un anneau commutatif. 

1) Soit S une partie multiplicative de À ne contenant pas 0. Il existe un idéal premier de 
A ne rencontrant pas S. 

2) Un élément de A est nilpotent si, et seulement si, il appartient à l'intersection des 
idéaux premiers de A. 

3) Si À est un anneau de Jacobson, un élément de À est nilpotent si, et seulement si, il 
appartient à l'intersection des idéaux mazximaux de À. 


Preuve : 1) Soit X la famille de tous les idéaux premiers de À ne rencontrant pas $. X 
est non vide car (0) € X, et c’est un ensemble ordonné inductif pour la relation C. Le 
Théorème de Zorn montre que X possède un élément maximal 7. Si 7 n’était pas premier, 
il existerait à, b € À tels que 

abEI ag bglI 


L'idéal 7 + (a) n’est pas dans X, donc intercepte S. Ainsi il existe s € S tel que s = i+xa 
avec x € Aetie I. De même il existe s/ € S tel que s/ = ? +x/b avec x € Aetvel. 
On déduit 

88 = ii + ix'b + ira + æx'ab € SN. 


Absurde. 


2) Si a est nilpotent et si 1 est un idéal premier, a” = 0 € I entraîne a € 1. Réciproque- 


ment, sia€  f) J,et si l'on avait a” Æ 0 pour tout n € N, la partie multiplicative 
I premier 


S = {a” /n € N} ne rencontrerait pas 0, et le 1) entraînerait l'existence d’un idéal premier 
J ne rencontrant pas S. On aurait a & J, ce qui est absurde. 


3) On utilise le 2) et l’on montre 
(Ts. MN À 
TI premier M maximal 
Tout idéal maximal est premier, d’où l'inclusion D. Tout idéal premier est intersection 


d’idéaux maximaux par hypothèse, d’où l'inclusion C. 
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Lemme 7 1) Sik est un corps, toute k-algèbre intègre de degré fini est un corps. 
2) Si k est un corps, k la clôture algébrique de k, et si B est un sous-anneau de k, 


kCBCk= DB est un corps 


3) Soit À une algèbre de type fini sur un corps k. Si o € Homy (A,E), alors Kerg est un 
idéal maximal de À. 


Preuve : 1) Soit À une k-algèbre intègre de degré fini. Cela signifie que À est une k- 
algèbre, que l’anneau À est intègre et que le k-espace vectoriel À est de dimension finie. 
Alors si a € A*, le noyau de l’application linéaire 


Fees. À 
TZ PF ax 
est réduit à {0}. f est injective, donc bijective car dimy À < +00. 


2) Six € B\ {0}, l'anneau k [x] engendré par k et x est une k-algèbre intègre de degré fini, 
donc un corps d’après 1). x sera inversible. 


3) Par décomposition canonique B = A/ Kerg = p(A)et k C BC k. B étant une 
k-algèbre, le Lemme précédent montre que B est un corps. = 


On peut maintenant donner la preuve du Théorème 32 : il faut prouver que pour tout 
extension À du corps k, 


(Vy € Hom (A,K) (a) =0)<& a nilpotent. 
On a compte tenu des Lemmes ci-dessus : 


a nilpotent & a€ MN I & VI idéal maximal ae (1) 
TI maximal 


& Vo € Hom (4, K) a € Kerç (2). 


L’équivalence entre (1) et (2) se montre ainsi : si a vérifie (1), comme tout noyau Kerw 
est un idéal maximal (cf Lemmes) a vérifiera (2). Réciproquement, si a vérifie (2), et si Z 
est un idéal maximal de À, J est le noyau du morphisme @ : A — A/I, A/I est un corps 
et & C A/I. En posant K = A/I, on constate 1 = Kerv et donc a € I. 
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